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Celem rozważań pracy doktorskiej są problemy ekstremalne 
w pewnych klasach funkcji jednolistnych i pewnych klasach 
funkcji typowo-rzeczywistych w kole jednostkowym Ka. 

Główny wynik rozdziału pierwszego zawarty jest w twier- 
dzeniu 1,2, które podaje równanie typu Lównera dla klasy 
funkcji prawie-wypukłych i pewnych jej podklas. W szczególno- 
ści otrzymuje się równanie typu Lównera dla funkcji gwiaździ- 
stych, wypukłych oraz dla funkcji ograniczonych np. funkcji 
quasi-gwiaździstych (twierdzenie 1.2 ) wprowadzonych przez 
I.Dziubińskiego [9] i badanych między innymi w [3]. Równanie 
typu Lównera rozszerzono na szereg innych klas funkcji 
quasi-gwiaździstych (twierdzenie 1,7, 1.9, 1,12), a także na 
klasy funkcji quasi-gwiaździstych z ustalonymi bądź znikają” 
cymi wspóiczynnikami, 

Wykorzystując uzyskane równanie podano w rozważanych 


klasach dokładne oszacowania funkcjonałów 


1 Y (z) ۶ 
[Ys arg YEL , arg GL , ل‎ 


dla ustalonego ze Ki (twierdzenia 1.8, 1.10, 1.11, 1.13-1.17). | 
Uzyskane wyniki, przy odpowiedniej specyfikacji parametrów, 
przechodzą w oszacowania zawarte w [3]. [40] , [36] , [24] 


W ten sposób otrzymano oszacowanie np. Ff (2). 2 E Ky. Gia 
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funkcji wypukłych i gwiaździstych z ustalonym drugim ۷۵۵6۵2۰ 


czynnikiem, Interesujęcym jest fakt, że oszacowania |f(z)]. 


1 


2 6 K, dla funkcji 5 -gwiaździstych i funkcji wypukłych 


3 
z ustalonym drugim współczynnikiem sa różne, podczas gdy dla 
całych klas funkcji pokrywaja się, 
i 
zf(z) | 
arg ZE) 
pozwoliło wyznaczyć koło gwiaździstości tych funkcji, 


dla funkcji quasi-gwiazdzistych 


Oszacowanie | 


Rozdział drugi poświęcony jest badaniu zbiorów pokrycia 


L (Kr) , ( V (Kr) 


S E 


Kr = (z: |z| «r,o«r«1] dla funkcji F gwiazdzistych i wypukłych 
z unormowaniem Montela, Wyznaczono w szczególności tzw, 
zbiory Koebego dla funkcji gwiaździstych i wypukłych inna 
metodą niż metoda użyta przez J.Krzyża i E,Złotkiewicza [16] 
w przypadku rei, Wskazano również ich zastosowanie do rozwia- 
zywania tzw, uogólnionego problemu odwrotnego w teorii pod- 


porządkowania funkcji, 


W rozdziale trzecim zbadano klasę Ty funkcji typowo-rze- 
czywistych ograniczonych, |f (z)| CM, M»1, Otrzymano między 
innymi, dokzadny obszar zmiennoéci funkcjonału (f (z)}, dla 
ustalonego z 6 K i fe TM. oraz oszacowania współczynników, 
Wykazano również, że klasa T, nie obejmuje całej klasy 
funkcji typowo-rzeczywistych ograniczonych przez M, 

Wyniki znane wcześniej dla całej klasy funkcji typowo 
-rzeczywistych uzyskuje się kładąc M — —» o» [1]. [10]. 


W zakończeniu rozdziału trzeciego podano szczegółowy 


dowód wyznaczania maksymalnego obszaru jednolistności funkcji 
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typowo-rzeczywistych, Wynik ten uzyskano badajac funkcjonał 


f (zı) = f (Za) 
z, = Zo 21. و2‎ 6 ۰ Zastosowana metoda różni sie 


od użytej przez A.W.Goodmana w [12] i zapełnia w ten sposób 


występujęcą tam lukę dowodową, 


Część wyników podanych w pracy opublikowano w [19] : 


[20] . [21] , [34]. [37]. 
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Rozdział I 


Uogólnione równanie Lównera dla pewnych klas 


funkcji jednolistnych 


1. W niniejszym rozdziale wyprowadzono równanie typu 
Lównera dla pewnych klas funkcji jednolistnych oraz podano 
jego zastosowania w oszacowaniu różnych funkcjonałów w 
rozważanych klasach, Otrzymane równanie uzyskano w wyniku 
rozważań dotyczęcych geometrycznych własności badanych klas 
funkcji, 

Na wstępie podamy konieczne oznaczenia i definicje. 

Oznaczmy przez N ; de ("2 , V2), Po „z Y klasę 
funkcji p  holomorficznych w kole k,(Krefz: IIe. Orgi] 


postaci 
(1.1) p(z) = as SE d poz” + eco و‎ 
spełniających warunek 


(1.2) Rep(z) 0. ZEK,, 


Przez S oznaczac bedziemy klase funkcji holomorficznych 


i jednolistnych w K, postaci 


(1.3) f(z) = z + az” 4+... , 


c 
2. PROS dí SME odpowiednio podklasy klasy S, których 
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elementami sę funkcje wypukłe, gwiaździste i prawie-wypukłe, 
Wiadomo, że SĘ SG KC S oraz 


H 
(1.4) fe SÉ لے 1 سس‎ Pp 


f' (z) 


(1.5) fe s* = 272 € Y ۱ 


(1.6) f 6 K = V e“ atla e Pa, 
ae (a, /g) ge sn > 


Funkcję ge s* wystepujaca w (1.6) nazywa się funkcją 


tworzącą dla funkcji f. 


Ponadto przez e. M31, oznaczać będziemy klasę funkcji 


Y quasi-gwiaździstych danych równaniem 
(1.7) (Yz) = r f(z). 261 
gdzie f jest dowolną funkcję gwiazdzista [9]. 
F 
Niech J oznacza rodzinę funkcji F postaci 
(1.8) F(z,t) e 21 (t) + ار‎ «« ,B4t»O,zeK, ,t € [0, ce), 


holomorficznych i jednolistnych w K, dla każdego ustalonego 
te lo, o) i takich, że funkcje ۴ i d sa ciągłe względem t 


dla kazdego ustalonego 2 6 Ka, 


Definicja. Mówimy, że funkcja FE 5 obszarowo 
! u t. ` 
rosnąca w kole Kr, jeżeli dla t ,te [ 0,00 ), tét, 


F (Kret) c FL Kr. t“). 


Znany jest nastepujacy lemat, 
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Lemat 1.1[4]. Funkcja red ject obszarowo rosnaca 


w K4 wtedy i tylko wtedy, gdy 


l 
(1.9) Rett) 0, zek , te [0,00). 


| 
EF (2/0) 


Definicja, Mówimy, że te MCs jezeli istnieje 
funkcja jednolistna g,g(0)= O, taka że funkcja F dana 


wzorem 


(1.10) F(z,t) = f(z) + tg(z) , zek, 


jest jednolistna dla każdego t é [0, eo) i obszarowo 58 
w Kje 

Wprowadzona wyzej dz ine P jest analogiczna do rodzin 
funkcji rozważanych w [25] , [28] . 


Udowodnimy teraz następujęce twierdzenie, 


Twierdzenie 1.1, TTL = K, gdzie K jest klasą funkcji 
prawie-wypukłych w sensie Kaplana lub, co na jedno wychodzi, 
liniowo-osięgalnych w sensie Biernackiego [5]. 

Dowód, Niech fe NL. Z równości ( 1:10) wynika, że 


_z Fz(z,t) - Sisi , , zalz) 
ESAS g(z) 9 (z) 


Ponieważ rodzina M. jest obszarowo rosnąca, to na mocy (1.9) 


. mamy 
| / / 
z f (z) z z 
(1.11) Re | Cz) +t -2 gl) | > 0, zEK, , 


Warunek (1.11) zachodzi dla każdego te [O. oo), zatem 
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w szczególności dla t=O i t === oo mamy 


/ 
z f(z 
(1.12) Re — — >. Onze Kava 


/ 
z q(z) 
(1,13) Re 28157 2 D, ZEK, P 


Warunek (1.13 ) oznacza, że funkcja g jest gwietdzista, 
Bez zmniejszenia ogólności rozważań możemy założyć, że 


(1.14) g(z) = S 2 + Az” + 2 AE €> Bos, %). 


Warunek (1.12) implikuje, ze fe K, skąd ۰۸ 
Niech teraz fe K. Wtedy istnieje funkcja gwiaździsta 
g postaci (1.14) taka, że 


(1.15) Re لعلشت.‎ PASO 2 Ki 


Rozważmy klasę funkcji F danych wzorem (1.10), gdzie f é K, 
a g jest funkcję tworzaca dla funkcji f. 


Można zauważyć, że dla każdego t € [0, co) funkcja 
F(z,t) = f(z) + tg(z) 


jest funkcję jednolistnę, jako że jest prawie wypukłę, bowiem 


/ i € 
zFz(z,t) zf(z) za (z) 
(1.16) gu © Re Sch res 72) XO, 2 E K. 


Warunek (1.16) oznacza jednocześnie na mocy lematu 1,1 
obszarowa monotoniczność rodziny funkcji F, bowiem 


d 
Q(z) Fe (z. t). Sted fe MI SCT. co kończy dowód 


twierdzenia, 
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Twierdzenie 1.2. Funkcja ۴ € TIU wtedy 1 tylko wtedy, 
gdy da się przedstawić w postaci 


(1.17) f(z) = lim (1 + t€ )h(z,t) 
t=>co 
gdzie h jest rozwięzaniem równania 


Ih (z. t) : 
(1,18) terres "GOS Thess Seel | 


z warunkiem początkowym h(z,0)= z, gdzie ZU M à P-e P 1 


Dowód, Udowodnimy najpierw, ze warunek wystepujacy 
w twierdzeniu jest konieczny, Załóżmy, że fe TM. 


Rozważmy funkcję 
(1.19) h(z,t) = FU? [F(z,0),t] . 


gdzie F dana jest wzorem (1.10). 


2 (1. 19) otrzymujemy 
(1. 20) F [h(z,t) . t] = F(z,0) = f(z). ۱ 


Różniczkując (1.20) względem t otrzymujemy 


۱ QFlh(z,t)„e]_ | Ah, , delhi tt) a 
(1.21) awit : NZL - E4 9 


Uwzględniając (1.10) 1 (1. 21) otrzymujemy 


a) 3h(z,t) - h (z,t) 
2 = 
* DEI b )] Ją [h ( „t)] y 
h(z.t) 2 EOE t] 
z, 


g[h E. t)] Ka g[h(z.t)] 


co na mocy twierdzenia 1.1 implikuje (1.18). 
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Spełnienie warunku poczętkowego h(z,0) = z wynika z (1.19). 
Wykażemy teraz, że każda funkcja fe M da się przed- 
stawić wzorem (1,17), gdzie h jest rozwiązaniem równania 


(1.18), zauważmy najpierw, że h_(O,t) x (1 + ce ^y, co 


jest konsekwencją równości DIT (o " " id 
تا د‎ = 1 + te 1 
۲ METIDO 
Ale ze wzoru (1.20) mamy h_(0,t) 3 del = M t 


- ۳ 41 
skąd wynika 2 (t) (1 + te ) 


Jednolistność funkcji h(z,t) dla ze Ka 1 każdego te [0,0e) 


oraz warunki lim hz (o. t) = 0 i h(O,t) = O implikuja na 
t O» 


mocy twierdzenia Hurwitza 


(1.23) h(z,co)= lim h(z,t) =O. 
t 00 


2 równoéci (1. 20) 1 (1.10) otrzymujemy 
(1. 24) f(z) = f[h(z,t)] + tg[h(z,t)] ` 
kładąc t sco w (1,24) otrzymujemy 


lim f(z) = lim f[h(z,t)]+ lim tg[h(z,t)] = 
t=> 00 t— 00 Si t—25 oo : 


= lim t[€ h(z,t) + ah E, t) dex 
t-—— 09 


-i Ti | 
= 11 (1 te %- (z,t) A. e „42: = 


t eb >L 
KE Z 1+ © 4 At و‎ 


-toL 
= lim (1 + te (z, t) : 
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co kończy dowód warunku koniecznego, 
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Wykażemy teraz, ze warunek jest dostateczny. 
Niech h będzie rozwiazaniem równania (1.18) z warunkiem 


-vd 
początkowym h(z,0) s z 1 niech f(z)= lim (1+te )h(z,t). 
Ate 


Wykazemy, 6 fe M. Z dowolności funkcji P, TA 1 
PAN E wynika, że istnieje taka funkcja gwiaździsta | 


ed. 2 
g(z) = e 2 + Az +... i fe K . że 


dE 


g[h z, t)) 


hiz, t) NAI. 


"on (Zz, t) 
g[h(z,t )] 


(225) iP, [ade ey. œ , P[h(z.t)| = 


— — 


Pods tewie ec (1.25) do (1. 18) otrzymamy 


afin, Dalhit) Nn 
(1.26) ل2‎ Danie, و + لد‎ he. = 0. 


Mo2na zauwazyc, £e réwnanie (1.26) moze byé otrzymane 

w wyniku różniczkowania względem t równości (1.20), gdzie ۴ 

dana jest wzorem (1,10), Dowód faktu, że F(z,t) jest jedno- 

listna i obszarowo rosnąca jest identyczny jak w twierdzeniu 


1.1, Zatem fe M., co kończy dowód twierdzenia. 


Rodzina TTL zdefiniowana wyżej jest identyczna z klasę 
funkcji prawie-wypukłych (tw.1.1) w przypadku,gdy و‎ jest 
funkcję gwiazdzista postaci (1.14), Odpowiedni dobór funkcji 


gwiaździstych g generuje inne znane klasy funkcji jedno- 
listnych, 


nasses zess inet Nane ez „zało? YRF 57 ۱ 


se Dini em ï 62 2) atnerwó" meinezgiwzot etzbgd $ PERAN- 
daa Gier) orf "LST dooh Y و‎ (0.5) elend : 


O — " 


St adi T [onî takon taok A . ۳ » 4t "e 
sjażsbkatwę «¡sind eies atainot eg NA A d 


* 
E 


| qum I b 
| | Tak 1 m 1 i= 3 " 1 i 
. Ale E Cy E be. ele x er. ) 
M a 9 aah * A ۱ 
H H pH m y EM. 
N d ^ bn | 
3 — — = j i aa E 
۱ „Trade 7 = 3 | 
۰ ۱ ۱ C m 
Jes p pepa ro (02. rob at 
4% Ba | P i 


71 A, - 13 


j r | P B ER | ln. 
۴9 weu Deag ^ ند‎ ml ia 
۱ Pa” mI NE a 


pres SN 


= 11 = 


Przykłady: 
a) jeżeli ge s*, to M. jest Ro, funkcji prawie wypukłych 
otrzymaną w [2] „ W tym przypadku P, c P i P, c P ; 


b) jeżeli g(z)=z, to M jest klasa funkcji z ograniczonym 
/ 
obrotem (Re f(z)? 0, ze K,). W tym przypadku P, € ۳ s 
P„(z)=d; 


۱ c) jeżeli g(z) sz f(z) to Mou ۰ Wtedy P (z) 21, PE ۳ 


d) jeżeli g(z) = f(z), to Til = s". Wtedy P, = fe 
1 
e) jeżeli g(z) = ¿(Et م‎ , to M jest klasą funkcji 


6 -gwiaździstych L O4 B < 1), t.j. spełniających warunek 


(1.27) Re 2 Z. > A wau REKA 
2 f. SU ۱ 
f) jeżeli g(z) = f(z) IN , OST £1, to M jest klasą 


funkcji "T -wypukłych wprowadzonych w [25] ; 


z / dr 1 
g ) jeżeli zf(zyj 77 zf(z) dz 
g(z) = zexp in E + RACH ۴ | 2 
J | 


Ej e [0,1] „ to M. jest klasą funkcji | -gwiaździstych 
wprowadzonych w [22] . 
Analogicznie jak w przypadkach a)- d) również w przypad- 
kach e)- g) funkcje P4 1 P, występujęce w równaniu (1.18) 
muszą być stosownie dobrane, 
Innym ważnym przykładem rodziny TIL jest klasa G' funkcji 
quasi-gwiaździstych, Można zauważyć, że definicja (1.7) klasy 


M ; 
G może byc podana za pomocę podporządkowania, bowiem warunek 


(1.7) jest równoważny 


w Bł a 


Jt | £ | l ۰ d = " 


* 


dt e: | 
| foyviduque ginge Eto? gsaDibsq seep JT os ge ag £iesot (s 


ei ue q ua. s ^P»; wibeqysiq my? W fS] w pakayzito 


(a یهام‎ x tout seet teot Nior 3 08 treset (d 
Ko H 3,4 ev rad mę: W pts „9 ا‎ eR) sreda 


= 4 


i BA " A e (ei? e 6010 NES 


(1.28) (z) -u f(z) . MBL, fES , 


gdzie - oznacza relację podporządkowania [11) L 
Zatem jeżeli przyjmiemy, że w (1.10) f€ S* 1 gaf oraz 
te [0,M-1] , to rozwiezania równania (1218) dla t m= M- 1 
będą funkcjami quasi-gwiaździstymi, 
W tym celu wygodnie jest sformułować twierdzenie 1,2 dla 


klasy en w nastepujacej postaci. 


Twierdzenie 1.2. Funkcja Ye oe) wtedy i tylko 


wtedy, gdy da sie przedstawic w postaci 
(1.29) Y (2) = h(z,T) , 
gdzie h(z,t) jest rozwiazaniem ۵ 


(1.30) MZ L a -h(z,t)P[h(z,t)] . 0£t£T 


z warunkiem poczatkowym h(z,0) = z, gdzie Pe P. 


Podamy obecnie zastosowania twierdzeń 1,2 i 120 
Jako pierwsze zastosowanie podamy oszacowanie UDH dla 
ustalonego ze K, 1 f zmieniajęcej się w klasie sc. 


Niech fe ۰ Wtedy na mocy twierdzenia 1.2 


( 1,31) f(z) = lim (1 + t)h(z,t) , 
t=> 00 
gdzie h jest rozwiezaniem równania 


QAAE) oi ien E) 
Qt 1 + t P| 2, c] 


z warunkiem poczatkowym h(z,0)=z i Pep. 


(1.32) 


PES OM 
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1 
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Równanie (1.32) można zapisać w postaci 
(1 33) سل‎ log hiz t) = «(1 + t P[h z t)] ۳3 
۰ yt 0 (z, (z, P 
Stąd, porównując części rzeczywiste w (1,33), otrzymujemy 


(1.34) dt ی‎ 1 


dihp HRS HT 


gdzie h = h(z,t), ٩ ۱۱۰۶۵۱۳ (z, t) , dt = t, Q(h) a [1«tP(h)] Th 


Znane oszacowanie dla Rep, gdy PE Y daje 


1 -1 
SZ £ ze aime |a ۰ e SR 


co dowodzi nastepujacego twierdzenia, 


Twierdzenie 1.3, Jeżeli h s h(z,t) jest rozwiązaniem 


równania (1.32), to 


I- Ile t (i- hl 4 dt 1 Ihl +_t )1-۱۱ 
(1.35) Pe hy os AZ [hi (T+ hy y ۲ 


Nierówności (1.35) sa dokładne, a znak równości ma miejsce, 


gdy funkcja Pe H wystepujaca w równaniu (1.32) ma postac 


P(h) œ 1 + h gt Y 
=p ° C Au DI „KE = arg h(z,t) R 
1-he 


W dalszym ciagu mamy 


Twierdzenie 1.4, Jeżeli h = h(z,t) jest rozwiazaniem 
równania (1.32), to 


1+ ۱ 1 1+ lh)“ 1- Ih 1 1- IN 
1. = — 


gdzie r |z| < 1, 


» EL e 


AW loafesq w ¿nstqur anton (St, i) einen 
| | ` (Les, a , (Dex (2. ig pol 5 (tz 


vnepumexTro “(EE <1) w wietwyzosz" żobyzp oetunwbnta „b 


۱ ۰ AR d 
I vi | IE 


a I^ lias. 0 «(OD 26 38 esle „(rad e d at 


rf | dem Liew: 
hr a (et 3 + i 


— 

| | | EA a ۰ E 
‘| sirios tem; 17/10 a 
m | boum boues ur o „ 


= 14 = 


Dowód, Wykażemy lewą stronę nierówności (1,36). 
2 (1.19), (1.23) 1 (1.34) 1 definicji funkcji Q wynika, że 
t = t(lh|) jest funkcję malejęcę odos do O, gdy Ih e (o. r]. 
Połóżmy x »|h|. Wykazemy, że | 


(1.37) t(x)> V(x), xe (0. 7 


gdzie ky spełnia równanie różniczkowe liniowe 


(1.38) Y (x) = — ا‎ 


z warunkami Y (0) «co AA (r) = O. 


Niech Q (x) = t(x)=V (x), Biorac pod uwagę (1.35) i (1.38) 


otrzymujemy 


/ 
(1.39) 9 » - Am. 

Załóżmy, że nierówność (1,37) nie zachodzi, Wtedy 
istnieje X oF (O,r) takie, że © (x C O. Z cięgłości Ò 
wynika istnienie Xy € (* T) takiego, że à (x) O w prze- 
dziale [Xo**4) 1 Û (xq) = O. Niech x"e (x,,x.). Całkując 


stronami nierówność (1,39) w przedziale (xo x"). otrzymujemy 


vN 


Tail < hal 


(1+x) Xo 


x 

Gdy x — *. to (xg) > O, gdyż b (x) = 0, co jest 
sprzeczne z przypuszczenien, że d (xa < 0. 

Tak wiec udowodniliémy (1.37), a tym samym prawdziwość lewej 


strony (1.36). Dowód prawej strony nierówności (1.36) jest 


e AË = 


(08.2) tab pnek aata gonte met 
9% ,eXinvw O tene“ itoimteb 2 GR 2 (E8,1) (eta s 


at, 


-1>.0)3 ۱۸ vbo „0 ob sobo begteles stonu? fast (Me » 1 
HLLERS Ld 


00 T4097 = (SE.2) 
i | ewożnżć. . Y eżsbę 


SW MD 
, ۱ A> U d : 
1 - "a E NEM. 
y T 


1 
Kaes 


` EX "m DÉI » = EA SC 14 ha 


Lë 
DN) 
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analogiczny. Dokładność (1.36) wynika z dokładności (1.35). 
Mnożąc teraz stronami (1.36) przez |h| 1 wykorzystując 


fakt, że 


lim t h(z,t) = lim (i+t)h(z,t) = ۴)2 6 ٩۴ , 
t Co  سنو‎ co 


otrzymujemy następujące znane twierdzenie [24] . 
Twierdzenie 1,5, Jeżeli fe S^, to 


(1.40) ebe > lel ê de, ا‎ rea, 


Znaki równości w(1.40)zachodza tylko dla funkcji postaci 


ES Z 
f (z) — lel = 1. 


i 
Jako zastosowanie twierdzenia 1,2 podamy oszacowanie 


/ 
arg — — dla ustalonego ZE K. i fe Clas 
Twierdzenie 1,6, Jeśli fee”, to 
: i 
(1.41) arg LU £ log 15 - S att à r =|z| <1, 


Dowód, Równanie (1.30) jest równoważne układowi równań: 
d log h(z,t) = - Re P[h(z,t)] dt 
d arg h(z,t) = = Im P[h (z. t)] dt , 


Stad otrzymujemy 


d arg h(z,t) = EO piste. d lch (z. e 


s - E z " m 
UE, t) tobendaidod z gdżnyw (NK. 1) ۵ rnEeE enp. 
ggtuiwysaagya £ [n] e eg] ze 28782, ۷ 
så 1 
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p In|P[h(z,t] h lz, t) P fn DM ۱ 
d arg h_(z,t) = — d log h (z. th. 
Re P[h (z, ol 
Z powyzszych relacji mamy 


d log lih(z,t)| . 
h (2, t) Re P [h 2. ol 9 ۱ 


Z założenia wynika, że fe G2. czyli Pep. 


Stosując wzór Riesza - Herglotza 
21 
16 
e + 
O e = 


gdzie ja jest funkcją niemalejaca w [0,21] i | d plo a 1 
0 


otrzymujemy 


21 
1 2 
) ۳۱۵۶ J 1+ xL 2x cosy A 


oraz 


H 
(1 45) I du) (۱۳ (z, t) e d دز‎ (0) 
Ó m | 2. 2 „ N z da | "REPO op " 
| | : (14x*-2x cos) P 


gdzie x »|h(z,t)| , h(z,t) = sel! y =€ - e, |z| = r. 


Z (1.44) i (1.45) otrzymujemy 


21 21 > 
EL 2x (1-x*^) si 
(1.46) e Ee | — TORI e هد‎ E, d ute) € 
1-x* 1«x^-2x cosy (1«x?-2xcosW)? ft 


0 0 
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z (1.42) 1 (1.46) wynika 


d 4 

(1.47) ax d log xd arg nz zo ی‎ d log x. 
2 | 2 

1-x h (z, t) 1-x 


Catkujac nierówności (1.47) w przedziale [o , T] 1 korzy- 
stając z warunku początkowego h(z,0) = z, otrzynujemy(1.41). 
Oszacowania (1.41) sa dokładne, a funkcja ekstremalna 


dana jest równaniem (1,7), gdzie f spełnia równanie 


gdzie V(x) = arc cos ==, a Pe lo. 2 1 x =Ihtz,0l وه‎ 
1+x 
ustalone, 


Wniosek, Wykorzystując oszacowanie (1.41) 1 oszacowanie 


f (z)) die fe e [3] , otrzymujemy 


f (z) k y? —— 
zf (z 1+r) = 


Ostatnia nierówność implikuje, że każda funkcja klasy e 


jest gwiaździsta co najmniej w kole 
1 7 1 f 2 TT 
ai ec ES OS XP 
5 1- o" 
Dokładny promień gwiazdzistoóci klasy G nie jest znany. 


2, Wykorzystujęc definicję klasy cM dana wzorem (1.7) 


można za pomocą różnego doboru funkcji gwiaździstych, otrzy- 


۱ i MEN (39%. 
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. X pol 5 bax gol b 


sod. Ki p w (TS. 2) Łobonwówakn ogtuxía2. 
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tn zee atódnt 8 ;snbsśiob ga (15.2) alnówooeze0 
eknanwd> sinfege ۱ etsbe f€ 1) ssb "et ensd 
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mać odpowiednie podklasy funkcji quasi-gwiaździstych, 
Zajmiemy się niżej niektórymi z nich i w tym celu 
wprowadzimy dalsze definicje i oznaczenia, 
Niech H oznacza dana funkcję holomorficznę i jednolistnę 
w Ky, odwzorowujęcę K4 na obszar zawarty w prawej półpła- 


szczyźnie, tj. H(O)= 1, Re H(z)>0, ze K 


Przez S“(H) oznaczać będziemy klasę funkcji f postaci 


(1.3) holomorficznych w K, i takich, że 


(1,48 ) LT — H(z) dla 2 EK 
zf (z) 
t (2) ۱ 
obszarowo funkcji H, tj. istnieje funkcja w holomorficzna 


d 
w K} 1 teka, że w (O = 0, |w (zyj 41 1 A= bai 


Znak + oznacza, że funkcja 


jest podporządkowana 


Znane sę następujące przypadki klasy S*(H) : 


a) jeżeli H odwzorowuje K, na prawą półpłaszczyznę, to 
s*(H) s S* ; 


b) jeżeli H odwzorowuje K, na półpłaszczyznę Re wyp, 
0 > ۵ € 1, to S*(H) jest klasą funkcji ۵ -gwiazdzistych 
(1.27) 


c ) jeżeli H jest odwzorowaniem koła Ka na kat 


l w erg 4 B 2 , 0 > BS A , to S*(H) jest klasę 
funkcji (3 -katowo-gwiazdzistych ER 


d) jeżeli H jest odwzorowaniem koła K, na obszar ograniczony 
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- Ty2 4B 4/2, to Su- s"Q,8) [e]. 


Inne przykłady klasy S"(H) można znaleźć w [34] . 


Definicja. Będziemy mówić, że Y jest funkcja H-quasi- 
-gwiazdzista, jeśli spełnia równanie (1.7), gdzie f jest 
dowolna funkcja klasy s*(H) a M ustaloną liczbą M > 1, 


Klasę funkcji H quasi-gwiaździstych oznaczać będziemy 
przez G"(H). 

Oznaczmy przez TÍ (H) klasę funkcji p holomorficznych 
w K,, takich że Re p(z)? O, p(0)= 1 1 p(z)-H(z), z é Ki. 
a przez P(H) klasę funkcji P = 1/p, gdzie pe Men). 


Udowodnimy następujące twierdzenie, 


| 
Twierdzenie 1.7, Funkcja P e G"(H), M =e’, wtedy i tylko. 


wtedy, gdy da się przedstawić w postaci 
(1.49 ) Y (z) = h(z,T) , 


gdzie h(z,t) jest rozwięzaniem równania 
Dh(z,t 
(1,50 ) — a - h(z,t) P[h(z,t)) „ O€t£T, 


| ^ 
z warunkiem poczatkowym h(z,0) =z i P 6*7۵ (n) , 


Dowód, Niech fe s*(H) generuje Y e )اي‎ ۷ «eT, tj. 


d P )2( | e ele (z) 


t 
Rozważając równanie (1.7) z h = h(z,t), Mee’, t70, 


otrzymujemy 


(1.51) f[h(z,t)] = g"*f(z) , 
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Sked po zróżniczkowaniu względem t mamy 


۱ 


(1.52) 2 1 — = -ef(z). 


Dzielac (1.52) przez (1.51) otrzymamy 


Dh(z,t) flh(z,t)] 
Dt h (z,t)- ea — 


Z założenia fe 8 (H) wynika że p(w) = u e "B (n) ; 


1 + N 
lub P(W) = - € P (K) , co oznacza, że jeśli ¥ eG (H), 
to Y (z) = h(z,T) , gdzie h spetnia równanie (1.50), 
Załóżmy teraz na odwrót, że funkcja h(z,t) spełnia 


równanie (1.50), gdzie Pe P(H). Istnieje zatem funkcja 
pa SEPH), 26 


A (Ww) 
p(w) = w) ; 


gdzie fe S*(H), Z (1.50) mamy 


(1.53) ۵۱2,٩۱ | _ Aer) 
ot oriniz,tl + 
2 


Po rozdzieleniu zmiennych w (1.53) otrzymujemy 
af [h(z,t) 
= æ ts 
ICAO 9 


Całkując stronami powyższą równość w przedziale [o.T] 
1 wykorzystujac warunek poczatkowy h(z,0) = z, otrzymamy 


h (z,T) T 


log f [h (z. t)] 
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(n (z.T)) = e^ tf(z). 


Tak więc V? (2) = h(z,T) € c" (HY, co kończy dowód twierdzenia, 
Następujęce twierdzenie stanowi zastosowanie twierdzenia 


1372 


Twierdzenie 1.8, Niech V e (ny, gdzie 


آ[ > 220 دم 1 pA‏ 


(1.55) ne - — a] T. 0۷ > 4, - گ‎ /2, | 
Wtedy 
KAC) 
| 26 | 2 | d 
(1.55) arg ta &. | tg d arc sin 5 d > ber, 
T 1+۳ + G- ۱ | x 


|z| 


x = |h (z, t) „ Ta log M. | | 
Dowód. Każda funkcja fe S*(H), gdzie H dana jest 


wzorem (1.54) spełnia równanie 


"PEZ. 
(1,56) p(z) = | a] -T 
1-0 


gdzie pe P. 


Równanie (1.50) w rozważanym przypadku można zapisać w postaci 


następujęcych równań: 
-26 
d log|h(z.t) = - Re P (E.) dt 


(1.57) -28 


d arg h(z,t) = = Im P " (h(z,t)) dt , 


. (5) 
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2225. 
gdzie funkcja P spełnia warunek ReP(z) > Y e ZE Kyo 
Z (1.57) otrzymujemy 


-26 


T ۱ 
(1.58) d arg h(z,t)* inp (gun). d log |h E. t) a 
Rep " (h(z,t) 


a - tg SÉ | ars اسلا‎ d log|h(z,t)| e 


Wykorzystujac dobrze znane oszacowanie [4] 


2X 


| arg P[h G. vl < arc sin v X = |h (z,t)| o 


14 IG ) 


w (1.58) 1 scałkowaniu otrzymanej nierówności w przedziale 


[o,T| , otrzymujemy (1.55). 
Nierówność (1.55) jest dokładna, przy czym funkcja ekstremalna. 


KY dana jest wzorem (1.7), gdzie f spełnia równanie 


f(z) 1+ (1-2 T E 
z z. . | H — — uz | DI 
badź 


2 
4 
efc i. | 1- (1-21 )tz | ۱ 
f (z) +LZ | A 


w zależności od tego czy realizuje kres dolny czy górny 


arg ion. 


Wniosek [3]. KXedac w (1.55) t o iy 1 Y = O, mamy 


(1.59) ſere E > rode ED EF. r Kis 


ass. Tęls)deR deman singeqe 1 eine? słabą 


vae tud ang ge S 


E "T J may 


j 3 | LES e 
| (m.n A) 8 KK 
s ۱ ۱ l ۱ i ۱ ۱ ۱ l ۱ ۱ E | WI: L 
۱ . l6. dige£ b Kë dá wo we Ya Kal e "Sot 


af Pa dls WE. maxim nio ga. E I 
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an J ] LR, Cen AY emotes a * E Ba M | 
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| A La pt sas 


Li 


- 23 «= 


(1.60) arg HZL 


£ arc sin r = arc sin |+ | e 


czyli oszacowanie arg ZL dla funkcji quasi-Tp-gwiaździs= 
tych, 


Uwaga. Interesujęcym wydaje się fakt, że w przypadku 
M ———» OO oszacowanie (1.59) nie jest dokładne w klasie 8“, 
podczas gdy (1.60) dla M —— هه‎ jest dokładne w klasie 


funkcji 1/2=gwiaździstych a nawet dla klasy se [24] . 


3. Podamy obecnie inny ni2 wy2ej sposób generowania 


pewnych klas funkcji quasi-gwiaździstych, 


Definicja. Będziemy mówić, że ee (oh , Mea e! h 


1 
mé (1,11 jeśli spełnia równanie (1.7), gdzie _zf(z) 
= d T 


cr p (z) 
oraz 
2 il 
1+ze” 18 
1,61 p(z) = — dO) , 
1-mze O E 
o 


Funkcja w w (1.61) jest niemalejąca w ]0,2 11] i spełnia 
21 
8 
warunek | d (0) = 1, 
guante 


Zauważmy, że cM (a) a GM F 
Dla klasy funkcji danych wzorem (1.61) prawdziwy jest 


nastepujacy lemat, 


„ ES = 


vest , $T 1 RU «E (22,2). w opbataA . [on] PELES Tiki 


lvl nie 938 = ¬ nie s sjer] (08.1) 
A ttodówi afp SLY gre eee zee Hiio ` 


vilsequins w ek „Het łe otabym wędgtusoróżai m | 
e steet? w onbsfiob ۷ stn (22.2) sinewsossbe — M 
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ES Gw a MA. 1 
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X us 1 "E XE 


+ Ta ^ U ۰ ade) SE s. 
PA creber cul 8 


Lemat 1.2, Jeśli funkcja p dana jest wzorem (1.61), 


to ReP(z)= Re سای‎ > = „ ZEK 


p (Z) d 


Dowód, Połóżmy x = Rep(z), ya Imp (z). 


Wtedy 
1 ۱ X 
ReP(z) s Re P (z) = ×2 ry? e 


Nalezy wiec znalezc min —— , gdy x i y zmieniają sie 
x +y 
w kole 


T ` TLS eet ! 
(x = EU ) ey € den nr —[ee. 
m^r (1-m*r^)^ 


) 


Wykonujac elementarne obliczenia otrzymujemy 


x [14 (4 m) ۳+8۳ ] (1-272) 


min KS = 2[1+ (1+m) r+nr |(1+mr2) - (1-72) (1-m r°) 


Zatem w całym kole K, mamy min = > y in , co kończy 
x 2 


dowód lematu, 


Dla klasy G" (m), w analogiczny sposób jak dla klasy 


G"(H), można sformułować następujące twierdzenie, 


Twierdzenie 1,9 [37] „ Funkcja Y € GP (my „Ma e", 


mé (-1,1] wtedy i tylko wtedy, gdy da się przedstawić 


w postaci 
(1.62) Y(z) = h(z,T) , 


gdzie h(z,t) jest rozwiazaniem ۵ 


(1.63) aua .. b (z, ty P[h(z,t)] . oer 


2) seier edl enab q rodar Ather Lag ge B 
dn | H ca sa zem as 
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z warunkiem początkowym h(z,0) = z, gdzie P(O)s 1, 


ReP(z)> 522, zek. 


Twierdzenie 1,9 pozwala oszacować: org TL 1 
i 

z f(z) M 

EOM dla ustalonego z 6۷ 1 TE G ۱۳۱ 


Twierdzenie 1. 10. Niech “Y € ctm). Wtedy dla |z|= r «1 


1- ۷ cz 177 


log 35 QW Tr 


dla mui 


(1.64) arc sin r - arc sin I cz dla m=0 


(1+m) [H (arc einlYizM ,m)- Here sin r,m)] 


dla m ۶۴ O i m 7 1, 


gdzie H oznacza całkę eliptycznę I rodzaju, 


Dowód, Niech YE Mim}. Wtedy na mocy twierdzenia 1.9 


d arg h(z,t)» cer d log|h(z,t)| p 


gdzie P(O)= 1, ReP(z)> €: ; 2 KI 


mamy 


Wykorzystując wzór Herglotza dla funkcji o części 


rzeczywistej dodatniej nietrudno wykazać, że 


(1+m)x e ImP[h (z, u], (1+m) x 


RePÍh(2, al ` V(1-nx2)?- (1-n) 2 23 | 


| (1-mx?) 2 (1-m)^x 2 


* = |h (z. t). » co implikuje 


- rz e d ۱ 
۱ ۱ 
. ی‎ to „e «x = (OJ mywołięztoa و‎ x 
E graj ۱۵۷۵۵۵۵ slewsoq 2,1 gings? w 
Oe 9۴۰ „ax egenolereu Bib CZ 


tay ejej afb ۴ dao an — ¿01,1 eimesbaekwT 


ten alb 


= alt ۱۶۱٩ nia ya EN nie ove 


re nis owej -(m. kajY|nże 3 
n 2 O ۷ w wtb 


= 26. 


(1+m) x d log x -(1+m)x d log x 
€ d arg h(z,t) € سس —— ب‎ | 


(1-mx2) 2- (a-m)?x2 Va- Z- (1-0) 2x2 


Całkując ostatnia nierówność w przedziale lo. 7] 1 | 


wykorzystując warunek poczętkowy h(z,0)= z otrzymujemy | 


(Z) HIE) 


d x Y LZ) d x 
(14m) € arg > - (14m) | ۰ 


2 (1-x?)ü-m?x?) ۴ H ESTAS 


co implikuje (1.64). | 


Funkcja ekstremalna ? dana jest wzorem f(‘f(z)) = ^ f (z), 


gdzie ' 


 (1-nz?) - (anf zŻzi(1+n) MTG z?‏ رم„ 
e (1«z?) (1-mz?) - 2 (1-022‏ 


gdzie znak « odnosi sie do lewej strony (1.64), a znak = do 


prawe]. | 


Twierdzenie 1,11. Niech ۶ € Minh. Wtedy 


| 
( y i+m Mo m l-r Pur: L 1-14 ارج‎ . imr iste pe | 
(AGS) 1— [YST ` 1+mr > | ES 1+0] ¥ Cz) ler HAS) r Sq 


Dowód, Różniczkujęc (1.63) mamy 


(1.66) d log |" (2. 9) dÉ +: 


t 


d log|h(z,t)| A 


Ze wzoru Herglotza dla funkcji spełniających warunek P(0)= 1, 
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Re P(z)> = „ ZEK, , otrzymamy 


N 


n | 
(1.67) Re ۰ | nyl 7- (inn) itl cost, | 
0 


d (98) 
1+۱۲۱ “= 2۱۲۱ cosy fe 


2 


1.68) Im P(r) e | ——(izm)lsinY 4 he) 
t 2 | 1+۱۱ “= 2 ۱۳۱ cos Y F 


gdzie ^V eu 479 , y" ۵۳9 1 j+ jest funkcję 8 


w przedziale o. 211] taka, 2e ^ (21) - (O = 1. 
Stad oT ۱ 
" 1+m 2x Y cos Y - -2x] | 
wk (2,t) ۳ [h (z ail = rę | UULTUS. i (e) | 


(14x? -2x cos 


co razem z (1.66) - (1.68) daje 


1= (1-m) x-mx^ 


(1,69) E + | d log x £d log|h, (z,t)| £ 


dE EECH 


1-(1-m)x=mx* 


Całkując (1,69) w przedziale o. T] i wykorzystujac 
warunek początkowy h(z,0)= z , otrzymujemy 


lecz] Moy 
1+mx | ۱ 


I 
log x + یه‎ | < log| * (z)| d x = loo | بش‎ 
۱ ۱۳۹ ۱ 


I 
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Skad 


IN اری‎ (1 +miPizal) i-r z ecl z Iz A-H. +۳ 
=|P(Z)| r(i+mr) ^^ | Tem c ZT r(i-r) . 


Funkcja ekstremalna P w (1.65) jest wyznaczona przez ۵ 


Y (z) 1 z 


(1-9 (z)) 1+m M : (1-2) 1+m 


wprzypadku oszacowania od dołu i przez równanie 


Es 
(1+ V (z)) 1+m 


2 


1 
"ep AN 
M Das 
w oszacowaniu od góry, 


Dla m»1 otrzymujemy odpowiednie oszacowanie da funkcj: 


quasi-gwiaździstych [3]. 


Równanie typu Lównera (1.18) pozwala również wprowadzić 
klasy funkcji jednolistnych z ustalonymi lub zerujacymi się 


współczynnikami, a równanie (1,18) łącznie z (1.7) 8 


klasy funkcji quasi=gwiaździstych, Wystarczy założyć, że 
funkcje P 1 P> w równaniu (1.18) lub funkcja f w (1.7) rain 
ustalone, bądź zerujace się współczynniki, 


Wprowadzimy jeszcze następujące oznaczenia: 


SŁ C s^ oznacza podklase funkcji wypukłych z ustalony" 
drugim współczynnikiem, t.j. klasę funkcji f postaci 


(1.70) f(z) = 2 + bz? + az" +. "v O 4b 41 


am ntt a dent 


۵ sez1q nnoxsansyw ۱ bes „ Y enlanorseds apoya 


EI 


x E 
— a D ۱ 
Lad C M re = k 


— 
4 RU | " 


— 


| d Ue MEX. ` ۱ 
مهب‎ zona A bes be دومن‎ gegen 


natomiast PE P podklase funkcji z częścią rzeczywistą 


dodatnią postaci 
(1.71) p(z)= 1 + 2bz + pez N OS bf, 


Ola klasy 85 można sformułować następujęcy ene logon 


twierdzenia 1 2, 


Twierdzenie 1,12, Funkcja fe SL wtedy i tylko wtedy, 


b 
gdy da się przedstawić w postaci 
(1.72) f(z) = lim (1 + t)h(z,t) , 
نسح‎ 00 


gdzie h(z,t) jest rozwiezaniem réwnania 


(1.73) An h (z, t) i 
Dt 1«tP[h(z,t)] 


z warunkiem początkowym h(z,0)= z, a Pe p be 


Jako zastosowanie twierdzenia 1.12 podamy oszacowanie 


|f(z)) dla ustalonego 2 6 Ka 1 f s Ç 


Wykażemy najpierw następujęcy lemat, 


Lemat 1,3, Niech h = h(z,t) będzie rozwiazaniem 
równania (1.73) , gdzie PE Pp. Oznaczając I (z. 0 = dihi, 


Ot = dt, mamy 


1- |h]? 


1«2b|h|«|hI* | dt 1 
d |h] Ih] 1+2b |h| + |h] 


1- |h| £ 


۱ 1 
(1.74) = — 1 + 
Ll 


Dowód, Niech h s h(z,t) bedzie rozwiazaniem równania 


CADE 
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Oddzielając w (1.73) część rzeczywista i urojonę, otrzymamy 


el 


dt 1 


(1.75) ——— — EEN 
dip) | Re (h 


gdzie Q(h)=(1+t P(N) 1 PEP,. 


Wykorzystujac fakt, że obszarem zmienności funkcjonału 


(Pio). zek, 1 PEP, jest koło |W-A|<4R [32], gdzie 


(1-12! 2 (1- E 2 L2bImz ) + 2121 2 (4-b?) 
A a 
(1-121%) )1+۱2| Z- 2bRez) 


(1.76) 
212? (1-b?) 


(1-121) (121212 2b Re z) 


widzimy, że obszarem zmienności funkcjonału 


( dw „ZEK, i PEP, jest koło |w -A S R 


O, 
gdzie 
( ) 1+tA t R 
1.77 A M ro Á R = qo T PERS 
D  |z.tA|?- t^R? ° tal 2-۴ 


Stąd otrzymujemy 


(1.78) 1+t Re A = tR 4 Re Q(h) Ł 1+t ReA + tR 


|14tA|^- ۴ |1+ta|*- t^R? 


co po prostych przekształceniach daje 
41-1217 


1 + 5 
1 +20 ۱<۱ ۱ e 


-1 
(1.79) 4 + + 1+2bizj+jzl_| 4 Re Q(h) > 
۱ 1- (21 
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~ - > , 


vanm (x10 golo A EES ELL bboso (ES E) " cy tul ezxbbo, 


— K 


uśsactodiwi fobonneimz we aż 100 urair 
szzbę Jl asla- nj E PEL m je T ۱ Lud 


a‏ 1 اب 


Nierówność (1.79) jest dokładna, Znak równości z lewej strony 


ma miejsce dla funkcji P (z) = ٩ +292 ج+‎ > 


5 w punkcie zar, 
22 , 
a z prawej strony dla funkcji ۳ )2( = GC w punkcie zs-r, 
1-20Z+Z 


Wzór (1.75) i nierówności (1,79) implikuję (1.74). 


Mamy teraz jako konsekwencję udowodnionego wyżej lematu, 


następujące 


Twierdzenie 1,13, Jeżeli fC 85 ! tO 


ab“ 
(pied aie ای‎ ^ 


Fary 1+br 


€ [ral Z em. 


gdzie 


(1-1) ET: (1+t) 1290 ^" 


d 
zda 2 | dt 
0 


Oszacowanie (1.80) jest dokładne, a znak równości ma miejsce 


dla funkcji 


2 
f 1 1 z+b b 
f. (z) 2 | A, wad dt = —— foro tg = -arctg———— 
| 1-2bt+t 1 2 2 a p2 
1-b 1-b 1-b : 
) ۱ ۱ ۱ 


w przypadku oszacowania z dołu, oraz dla funkcji 


e 1 


f(z) = f [ (2-1) bin (1 +t) 1-0] dt 


w przypadku oszacowania z góry. W obu przypadkach równość 


zachodzi w punkcie zer, 


C 
Dowód, Niech Fes, „ Wtedy na mocy twierdzenia 1,12 


gene tenes x iobonwb^ dans nba et rest (26.5) ۹۵۵۳۵۵ - k 
at 5ااوزرد‎ w . «(apa ات‎ sib ost an 
«et اروزد‎ w — — “(I żężinu? afb ۷/۵۱۶ [owed Z « 
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f(z)= lim (1+t)h(2,t), gdzie ha h(z,t) jest rozwięzaniem 
t 
réwnania (1. 73). 


Całkując nierówność (1.74) i wykorzystujęc warunek 


początkowy otrzymujemy 


2 
1«2b|h h h| «b 
In| 1-b [1-02 ۱1-95 


€ — — n- d (v 


gdzie 


p -1 
D (x) - | ]6-( 1+ (14t) 1-b] ac, be [0,1] 


Wykorzystując fakt, że lim |h(z,t)| = O 1 lim (1+t)|h (z,t)|= 
t 00 t-— co 


c 
«|f(z)|, ER , otrzymujemy nierówność (1.80) z (1.81). 


Dokładność oszacowań (1,80) wynika z dokładności (1.74). 


Kładąc w (1.80) r — 1, z oszacowania od dołu otrzymu- 


G 
jemy promień koła pokrycia w klasie 8. 


c 
Wniosek, Promień koła pokrycia w klasie Sh równa się 


1 
— — ere te axe. 
1b 1+9 ۱ e 


Kładąc w (1,80) bmi lub beo otrzymujemy odpowiednio 


dokładne oszacowanie modułu funkcji wypukłych i modułu funkcji 


wypukłych nieparzystych, 


setoasgiwsos isset 3 
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Obecnie podamy oszacowania rozważanych funkcjonałów | 
dla funkcji quasi-gwiaździstych generowanych przez funkcje | 
gwiaździste z ustalonym drugim współczynnikiem 2 zerującyni | 


się początkowymi współczynnikami, 


Se 
W tym celu oznaczny przez Sc S klasę funkcji 
holomorficznych 1 gwiazdzistych postaci 


(1.82) f(z) = z + 2bz? + a.z” + 


gdzie b jest ustalone, be [0,1] 3 
Niech dalej G" [b] oznacza klase funkcji W guasi-gwieździ= | 


stych danych równaniem (1.7), gdzie fe cN . Funkcja PE c" [b] 


ma rozwiniecie 


1 1 ۵ 
(1.83) 9(2) = = z + 2b ( = T + ... A ZEK 


Udowodnimy nastepujace twierdzenie, 


Twierdzenie 1.14, Jeśli Y € c™ [b], to dla izi» r <1 mamy 


(1.84) |P2| 4 E r 

(1- rh) «| vol Mich ` m er YB rD 
oraz 
(1.85) 7 r E ۶ )2( | 


M 1+2br+r" ۳ 1«2b|*? (nl + | ¥ 3| ^ 


Znaki równości w (1.84) 1 (1.05) sa realizowane odpowiednio 


przez funkcje Y dane równaniami 


a EL 
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1-29۴ (z) + q^(z M 1i-2bz+z* 
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podobnie jak w twierdzeniu 1.2. 
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Nierówności (1,89) sa dokładne i zostały otrzymane w inny‏ 


sposób w [36] . 


Ktadac bei lub beù można otrzymać odpowiednio z (1.84) 
1 (1.85) oszacowania |P(z)] dla funkcji quasi-gwiaździstych 


i quasi-=gwiaździstych 2 Bart, Ostatnie oszacowanie jest 


dokładne dla funkcji quasi=gwiaździstych nieparzystych, jako 


że funkcja ekstremalna jest nieparzysta, 


Rozważmy jeszcze (ze względu na porównania) klasę funkcji | 
ADR tj. klase funkcji quasi-1/2-gwiaździstych danych 
równaniem (1.7), gdzie f jest funkcją 1/2-gwiaździstąa postaci 


(1.70). Mamy następujące twierdzenie, 
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Nierówności (1.90) ٩ (1.91) są dokładne, przy czym funkcji 


ekstremalne spełniaję odpowiednio równania 
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Pz) = h(z.T) . 


gdzie h(z,t) jest rozwięzaniem równania postaci (1.30), a 
P(z) jest klasą funkcji holomorficznych postaci (1.71), 


spełniających warunek 
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Nierówność (1.92) 1 rozumowanie analogiczne jak w dowo- 
dzie twierdzenia 1.14 kończy dowód nierówności (1. 90) 1 (1.91) i 
Kładac M ——> œ oraz wykorzystując (1.90) 1 (1.91) 
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Wniosek, Każda funkcja 1/2-gwiaździsta z ustalonym drugim 
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r r 
up pos |a| acc pm 
| +2 +۳ (1- r) TE (a+r) kam- 


Wniosek, Promień koła pokrycia dla klasy funkcji 


1/2-gwiaździstych postaci (1.82) z ustalonym drugim współczyn= 
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Uwaga, Interesujacym wydaje sie porównanie oszacowan 


danych wzorem (1.80) 1 (1.93). Oszacowania te sa różne, 


podczas gdy wiadomo, że w pełnej klasie funkcji wypukłych 1 
1/2-gwiaździstych sę identyczne, 


Na zakończenie rozdziału I wspomnijmy, że rozważając 
klasę funkcji quasi-gwiaZdzistych gn. Mae! | n>1, danych 
równaniem (1.7), gdzie funkcje gwiaździste generujące sa 
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można podać odpowiednie równania typu Lównera dla tej klasy. 
funkcji, jak również szeregu oszacowań pewnych funkcjonałów, 


które sa dokładne dla funkcji n-symetrycznych [37] . 


Fakt ten wynika z następujących twierdzeń, 
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Funkcje ekstremalne dane sa odpowiednio równaniami 
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Oszacowania (1.95) i (1.96) w szczególnym przypadku nsi | 
dają wyniki uzyskane w [3]. | 


Analogicznie do poprzedniego dla funkcji wypukłych f | 


z klasy S^C S^ postact (1.94) zachodzi następujace twierdzenie | 
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Z twierdzenia 1,18 dla nei otrzymujemy oszacowanie |f (z) 
dla f € S". 


4, Równanie (1.18) i jego specjalne postacie omówione 
wyżej są szczególnymi przypadkami ogólniejszego równania 
Lównera = Kufariewa =- Bezylewicza podanego w [2]. Tam jednak 
oparto się na teorii Łównera - Kufariewa równań parametrycz= 


nych w odróżnieniu od przedstawionej w tym rozdziale metody 
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elementarnej, Ponadto Bazylewicz nie zajmował sie strukturę 
klas dla pośrednich wartości parametru t, lecz po scałkowaniu 
odpowiedniego równania różniczkowego Bernoulliego, po przoj- 
ściu granicznym t , uzyskał wzór strukturalny na ۰ 


klasę funkcji Bazylewicza, 


Jak już wspomniano, dla pośrednich wartości parametrów 
badano klasę funkcji quasi-gwiazdzistych G^ w [3]. Jednak 
oszacowania nie wszystkich funkcjonałów dla pośrednich 
wartości parametru t przechodzą w granicy t w oszaco- 
wania prawdziwe dla S", która jest przypadkiem granicznym 


klasy ch, lecz w odpowiednie wyniki dla funkcji klasy S. 
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Rozdział II 


Zbiory pokrycia dla funkcji z unormowaniem 


Montela i majoryzacja funkcji 


1, Klasy funkcji holomorficznych w K. unormowanych przez 


warunki | 

(2.1) F(O) so , F(z.) = 1 
bądź 

(2.1) F(0) so , Pag rine 


gdzie م2‎ FO jest ustalonym punktem koła, były przedmiotem 
badań wielu autorów, między innymi [16], [17] , [27]. [15]. 

O funkcjach z unormowaniem (2.1) badź (2.1) mówimy, że 
posiadają unormowanie Montela, Ze względu na to, że klasy 
z unormowaniem Montela nie są obrotowe, niektóre problemy 
ekstremalne dla nich sa trudniejsze niż w klasach obrotowych, 
Do takich problemów należę między innymi twierdzenia o pokry- 
ciu, 

Niech Sa (Zo) ^ s” (z, oznaczają odpowiednio klasy 
funkcji 6 -gwiaździstych i wypukłych w Ka unormowanych przez 
warunki (2.1). 
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W tym rozdziale wyznaczymy zbiory postaci 
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W przypadku granicznym dla r— 1 1 0 = O lub 0 


otrzymujemy zbiory postaci (tzw. zbiory Koebego) 
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gdzie Fe S" )2< (م‎ badź FE S^ (z, , które zostały wyznaczone 
w [16] . 

Następujące dwa twierdzenia, dotyczące majoryzacji 
funkcji, ilustrują zastosowania zbiorów postaci (2.2). Jedno 
z tych twierdzeń jest rozszerzeniem wyniku z [15]. 

W dalszym ciagu wykorzystywac bedziemy fakt [17]. 2 
F (2) € و3‎ o wtedy 4 tylko wtedy, gdy F(z) = rey » gdzie f 


jest funkcja E -wie 20215 te klasycznie unormowane. 


Niech D, będzie zbiorem wartości F(z) dla ustalonego 
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Wiadomo 2 [18] 1 [6] , 2e plants .r] jest obszarem domknie- 
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tym, którego brzeg składa się z dwóch konturów gwiaździstych 


względem początku układu: zewnętrznego 107) i wewnetrznego 


Pale). 
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(2.6) IC [$ Gor] = Inf (r) . 


Dowód, Oznaczmy 


ze VY U ZW 


Fe S? AŻ 


|] |) a A U (ra) ۱ 


zc 
Fe S r 


| 


Zauważmy, Ze 


(2.7) 2(k) = ml (r). 


2 definicji zbioru D CZK wynika, że dla każdej funkcji 
F € 86 (Zo) mamy F (C,) CD. Stąd na mocy zasady Lindeldfa 
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Jozeli 6 we ۵-1 (r). to istnieje punkt Wo bedacy punktem 


wewnętrznym obszaru D, który leży na przedłużeniu odcinka 


Lo. w]. Z określenia zbioru D wynika, że istnieje funkcja 


۱ | | ES y; 
PIT possada teet m t 0 Ja SÉ | 4E > RE: E — 
dovretsbsatwo woos ند‎ x pie sbedie porid ون‎ , 

egenen grow i (3), | وه‎ + hat Yu ui 7635599 و‎ naw 
1 Te A 1و‎ 3 
d Se SR | d ۰ ۱ 


| £i, 2M al dosiM ¿1.8 neskar qe 


| +Bxeda 0 
x Wen. (+) 1 pure Tal medias 1 
L 


(EAS) - 


roi: ا‎ Â 


x 
)م۳‎ S (z 1 punkt 24 € - taki, 2e Fo (Z4 = W o* 


P 


Stąd na mocy gwiaździstości Fo punkt Me ALA , 8 więc 


W € ( „czyli In MEG SK). 


Oczywista równość 
> (K,) e £ [Sq Zo r] 


kończy dowód twierdzenia (2.5). 
Aby dowieźć (2.6) zauważmy, że dla każdej funkcji 


jednolistnej FE S^ (م2)‎ mamy 
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Biorąc pod uwagę, że zbiór 2. (K,-K jest identyczny 2 


zownetrzom zbioru AE o(r)U In FZ (EP oraz relacje (2.8) 
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W € Inf (c „tzn, dla każdej funkcji FE 87 (zo » WE F(K > ۱ 
czyli we[](K,). Zatem 1012)۳( IR. 

Otrzymane inkluzje i oczywista równość [IKA -K Isa zo r] 
kończą dowód relacji (2.6) 1 twierdzenie 2.1. 


Korzystając z twierdzenie 1,1 wyznaczymy zbiory. 
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zbiorów D,, gdzie 2 E Ch. ۷ 

Ze związku między klasami 84 (z i y^ wynika, że problem 
wyznaczenia obszaru zmienności {F} dla ustalonego z 6۵ ۰ 
gdy funkcja ۴ przebiega klasę Są (z jest równoważny wyznacze- 


niu obszaru zmienności stosunku rL) , gdy punkty z 1 
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Twierdzenie 2,3, Jeżeli EAE, ro’ |z| = r , to brzegiem 
obszaru K [s Sy, (Zo d. d 1 L EAGAR c) sa odpowiednio 

, M + x» ^ T 

krzywe n (r) 4 n , (r) © nestępujęcych równaniach we i| 


współrzędnych biegunowych: 


(2.11) m (r): q (6) m Be a- reos e) - 


{1 


- NL -err Cos e, &-r^) G- j 
(2.12) |, (r) : Kc " BCE A | (1-rr_cos c) + | 


۱1-۵ ei 2 Er") aal 


Można sprawdzić, że funkcje brzegowe odpowiadające 


obszarowi zmienności E 1 *4 s, | , a więc również 
z 1-29 E نف‎ 
o [s, |» o)» ۳1 . sa funkcjami wypukłymi pos tec: 


% . iz Aa 
gdzie Y jest liczbą rzeczywistą, Zatem mamy następujący 


Wniosek, Równania brzegów obszarów «C [se (zo pl 1 


U [s°(z,) „r] dane sę odpowiednio równaniami (2,11) 1 (2.12), 


Wniosek, Kładęc r ——»1 oraz wykorzystując (2.9) 4 


(2.11) mamy: 


E Ns“ tz) Al jest wnetrzem elipsy 
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2° یل‎ EN ,1) jest wnetrzem elipsy 


2 | 

1-r 1 J 

(2.14) q (8) ` (aero) . ^ | 
21 ier cos 9 


6 ۷ (2.13) i (2.14) pokrywaja sie z elipsami z 
twierdzeń 4 1 3 dla a=O0 i bei z pracy [16]. 


2. Mozliwosci uzycia zbiorów Koebego do rozwiazania 


pewnych problemów w teorii majoryzacji funkcji pokazane zostały 


po raz pierwszy w [15]. Podane niżej twierdzenie 2,4 rozszerza | 
ten wynik, pozwalajęc podać metodę rozwiązywania tzw, uogólnio-l 


nego problemu odwrotnego [18] . 


Niech H oznacza klasę funkcji f(z) = 8,Z + az” * messi a 
a,» O holomorficznych w ,و‎ a HCH klasę takich funkcji, 
że ponadto f(z)/, 4 O, 2 6 ۰ | 
۱ 


Przez N oznaczać będziemy klasę funkcji G (2) = d +h, ze 


d > O, holomorficznych w K, i takich, że E (2g 1 i NGC N 
klasę takich funkcji O (z) , ze O (z) #0 dla ze K,. 

Niech nastepnie (©) م‎ oznacza domknięty obszar wypukły 
ograniczony półokręgiem |z|=r, Rez40 i dwoma łukami kołowymi 
przechodzęcymi przez punkt z-1 i stycznymi do okręgu \z\= r 


w punktach 2*2۳ . 


Wiadomo [12), że 
(2.15) Qm - | ده‎ (2): W EN, TA : 
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i równanie jego brzegu można znaleźć w [13]. 


Oznaczmy wreszcie dla dowolnej klasy TC S 


( 2.17) T(z.) = L : F(z) = rey , Të o 


gdzie z€K, i 2% O jest dowolnym ustalonym punktem z 
koła K,. 


Udowodnimy teraz następujące twierdzenia: 


Twierdzenie 2,4, Dla każdego Y $ (0. 1] istnieje 


"możliwie największa” liczba R (%) > 8 , taka,że 


AN / Lech £ | Fc ۱ z € K, | ==> 
f F 


( 2.18) 


A (O0. R m (Ky) c "(e| O r” blo d = 


Eo! ۱ 
e 2 È (x9) | 


Twierdzenie 2,5, Dla kazdego § € (0,1] istnieje 


"możliwie największa” liczba R (Q)Ś d taka, 6 


A A lal > køl. ze] = 


FER FET 
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Podamy dowód pierwszego z tych twierdzeń, gdyż dowód drugiego . 


| 
jest analogiczny, 


Dowód twierdzenia 2,4, Załóżmy, że dla dowolnej pary 
funkcji f€ H, FET (ff) ma miejsce relacja |f(z)|4|F(2)| , 
2 6 KI. która implikuje f C F (GC dla r € O. Kc . 
Wynika stad, że dla każdego Z» Izy! = r 6 21 € Kg 
takie, że CN = ۳ (z4) s 

Założenie |۴ Ga F4 


F(z)| . ze Ki oznacza, że istnieje 
taka funkcja w EN (wo $1) , że f(z.) - (z) F(z ° 

Stąd 

f (Zo) F (24) 
F(z.) ۱ F(z) 


W (z) = - QO(z) . 


Widzimy więc, że z uwagi na niezależność doboru funkcji f 1 

F dla każdej funkcji W c © (w $1) istnieje taka funkcja 
0 € ۲)2( i punkt 21 E Kg takie, ze w (200 Q (z4) : 

Ale każdy punkt obszaru | ©! La) | jest postaci W (zo 


4 W (z,) = ® )2۸( , a więc wlz) € d (K q) dla każdej 
funkeji O € T (Zo) » czyli 


(zg € "ied (Ka) NH. al,‏ ده 


Wykazaliśmy więc inkluzje | (2 pe D C JC r (z) > Q | : 


Na odwrót niech teraz fen 4 FET (f EF) będę takie, 
Ze W (z) = f(z) b. F(z) . We (w; ( #1) i niech dla 
kazdego ۳ 6 (0 „R(q)) będzie 


TO, bal c A [Teo q] 
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Ponieważ dla każdego 20 [zol r,W (200 e * MOS d e ۷ 


zatem dla kazdej funkcji o € T(Z,) istnieje takie ۱ 
Za € Ka , 20 W (20) = © (24) o 
Ale 


Ez. fe 
d (Z4) E — - = L (Zo) E NO 
CH F(z.) 


więc F(z) = f(z.) . Zatem f(c C F(Kq) , co jest 
równoważne temu, 6 dh G F (K q) 


Twierdzenie zostało więc udowodnione, 


Uwaga, Uogólniony problem odwrotny do problemu Biernackie.' 


go można sformułować w następujący sposób [18] : dla danego 


P € (0,1] znaleźć taka "możliwie największą" liczbę R(r) , 
że: 


(2.20) IG > |F(z)|. z ek] => f (Kępy) C FKD 


dla każdej pary funkcji f, F, gdzie f zmienia się w odpowie- 


dniej (np. H lub Ho) klasie minorant, a F w odpowiedniej 


(np. sę) klasie majorant, 
Zatem twierdzenia 2,4 i 2,5 podają warunki konieczne i 


dostateczne, aby zachodziła implikacja (2.20) w przypadku 


minorant z klasy H bądź Ho. 

W praktyce problem wyznaczenia stałej R(r) dle Fe se 
i TEH bądź H, sprowadza sie do rozwięzania odpowiednich 
nierówności dla równań brzegów [3569 1 1 Q. lub 
m. 

r e 

Odpowiednie szczegóły rachunkowe dotyczące wyznaczania 


R(r) można znaleźć np. w [18] , [6]. [7]. 
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Rozdział III 


Zagadnienia ekstremalne dla funkcji 


typowo-rzeczywistych 


1. W niniejszym rozdziale będziemy rozważać własności 
klas funkcji typowo-rzeczywistych w kole Ka > 
Najpierw rozważymy podklase Ty klasy funkcji typowo-rzeczywis- 


tych 1 ograniczonych przez M, a następnie wyznaczymy obszar 


jednolistności dla pełnej klasy funkcji typowo-rzeczywistych, 


Wyniki dotyczące problemów w klasie T, zostały opubliko- 

wane w [20]. Y. ۱ 
J 

Następujące równoważne definicje funkcji typowo-rzeczywi- | 


stych są najczęściej używane, 


Definicja. Funkcję holomorficzna w obszarze D zawierają- 
cym odcinki osi rzeczywistej nazywamy typowo-rzeczywista, 
jezeli przyjmuje wartosci rzeczywiste na osi rzeczywistej 1 


tylko na osi rzeczywistej. 


Definicja, Funkcję holomorficzna w obszarze D zawieraję- 
cym odcinki osi rzeczywistej nazywa się typowo-rzeczywista, 
jeśli jest rzeczywista na osi rzeczywistej, a w pozostałych 


punktach obszaru D spełnia nierówność 


de 
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(3.1) Imz ۰ Imf (z) >0 . 2€0, Imz AO. 


Klase funkcji typowo-rzeczywistych w kole K, oznaczac 


bedziemy przez TR. 


Klasa TR została wprowadzona przez Rogosińskiego w [31] 
i badana następnie przez wielu autorów np, [30], [29] S [10]. 

Dla klasy TR znane jest np. [30] lub [10] Krass tees 
parametryczne za pomocą całki Stieltjesa, 


Mianowicie: 


p 


2) f TR f s 
(3. (z) € TR & f(z) = Wa c dł a (t). 


J 
در‎ 


gdzie H zmienia się w klasie uazystkjch funkcji niemalejących 


w przedziale [-1.1] i takich, że | du (t) z 1, 


-{ 
Idea badania niżej zdefiniowanej klasy funkcji typowo- 


-rzeczywistych ograniczonych ۲ zrodziła się z obserwacji 


własności jędra, które występuje we wzorze (3,2) dla klasy TR, 


Funkcja 
2 
3. 3 S ¿A ES MeL " t 21,1 
( ) (z ) 1-2tz+z° i ۱ ۱ 


jest funkcję jednolistna i gwiaździstę, a ponadto 


> 
S(z,1) m “ADT e k (z) è 
(3.4) 


S(z,-1) - "fet = k*(2) 9 
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Funkcja S(z,t) odwzorowuje koto K, na płaszczyznę 


rozcieta od = CO do — — 1 od Ty do «OO , 


S, 


Z kolei innym znanym faktem jest, że w pewnych problemach | 


dotyczących funkcji jednolistnych ograniczonych funkcjami 


ekstremalnymi sę tzw, funkcje Picka 


(3.5) P*(z) e مود‎ pm 
-A + ez)? 


Az 


( (1-2) 2. x + (1=2)) 


P'(z) = 


odwzorowujace koło K, odpowiednio na koło o promieniu M 
rozcięte wzdłuż promienia od M | 2M-1-2 |] ۳10۳-11 | do M bądź 
od -M do -M [2M-1-2 N! 


Zauważając, że funkcje Picka (3.5) sa rozwiązaniami 


równań z a لب‎ rozwazmy w zwiazku z funkcj 
(12205 (aw) ` 


S(z,t) dana w (3.3) nastepujace réwnanie 


z w 
ËTT Ce ۷ w 
1 ه‎ + 
dr: 


Oznaczajac przez Sy(z,t) rozwięzanie równania (5.6) 


dochodzimy do następującej klasy funkcji 


Definicja, Będziemy mówić, że funkcja 


en A ann nahe arose 
de pa | l * l 
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f(z) = Z + az. + seo 1 2 6 K. 


należy do klasy Ty , M>1 , wtedy i tylko wtedy, gdy | 


1 | 
(3.7) f(z) * | Sy(z.t) d Alt) | 
-1 


| 


(3.8) 8 (zt) 4; 


VE grze Mis | 
[1-2 (1- d — + [1-2 U- Mss? | 
M | 


| 
L 


۱ 
gdzie H zmienia sie w klasie wszystkich funkcji niemale jących | 


22 


1 | 
w przedziale [71,1] i takich, ze ۱ d w(t) = 1, | 
=1 


Zauważmy w dalszym ciągu, że jeśli fe Ty , to f jest 
funkcja typowo-rzeczywista a ponadto UD NM, N21, | 


L 
| 
[ 

d 
| 
] 
8 


ZE Ka . Ponadto Te, = TR , skad rezultaty otrzymane dla klasy 


Ty dawać będą w granicy M ——* œ wyniki z klasy TR, 
Mimo to okaże się, że klasa Ty nie wyczerpuje całej klasy 
funkcji typowo-rzeczywistych ograniczonych. | 


Wykażemy najpierw następujący lemat, 


Lemat 3,1, Funkcja W » SĄ (Zt) „te [-1,1] dana eT | 
(3.8) odwzorowuje koło K. na koXo o promieniu M rozciete | 


wzdłuż odcinków  [-M,e(t)] 1  (b(t),M) „ gdzie | 
[DEL e Lo AER 
(3.9) alt) = N EW + Bart à | 
-1 
(3.10) b(t) = NE (1- =) F - “ [1-t(1- 2) 


te [-1,1] . 
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Dowód, Połóżmy z = e we wzorze (3.8). Otrzymamy و ی‎ 


eto er و‎ 


2 
Łatwo jest sprawdzić, że 34 [cos -t(1- a) = Ze 20, 


to 
os 


[coo ais ¿lA à; 
Se Mm -tí(1- =)| - + [cos -t(1- D) | - | 


i jest osiągnięte dla V =O i t - 1 bądź Y s i te 1. 
LT 
Z drugiej strony | w (e ,1)| > M 1i stad EMCHSI = M 
dla kezdego te [-1,1]. 
Jeżeli © af, = arc cos E «t(1- eil , to 


W Geet A et = M dla każdego té [-1,1] 1 podobnie 


[62611 Y A = arc cos [- " +t Us ED) , to 
W (atf = =M dla każdego te [-1,1] . 
W przypadku gdy [cos -t(1- & )] * E => > 0 , to 


N ( S ë 3 | A: - [cos Y -t(1- 510 L* (cost =t(1- D) -1 
L | 


i stad otrzymujemy, ze | W (e“ „t)| = M dla X16 s 
Wreszcie gdy cos = 1, to W (1,t)= b(t), t€ 1.1] 
a jeżeli 609۷ « -1 , to W (-1,t) = a(t), te [-1.1] . 


Wniosek, Funkcja W = Sy(Z.t) jest funkcję jednolistną 
i gwiaździstą o współczynnikach rzeczywistych, a więc typowo- 


-rzeczywistę, Ponadto |Sy(z,t)| s H, 26 , tá [-1,1] y 


1 ۱ 
Twierdzenie 3,1, Obszarem zmienności funkcjonału 4f(z)) 
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1 


= 6 


dla ustalonego 2 6 K, (Im z 40) 1 funkcji f przebiegających 
klase Ty Jest obszar ograniczony łukiem krzywej W = Su (zt) ; 


t€ [-1,1] 1 odcinkiem łęczęcym końce tej krzywej, 


Jeżeli Im z= O , to obszarem zmienności (F(z)] e 


fe Ty jest odcinek osi rzeczywistej 


(3,11) Le). teil, 


gdzie P 4 P^ dane sa wzorami (3.5) . 


Dowód, Niech fe Ty. Wtedy f(z) ma przedstawienie dane 
wzorem (3.7). Na podstawie twierdzenia 2 z ۳۹ obszarem 
zmiennosci Lë) dla ustalonego z E KI , a fe Tu jest 
otoczka wypukła krzywej (3.8) W = S,(z,t) , te [-1, 11. 

Wykażemy, że krzywa W = Sy(z,t) , te [-1,1] jest 
wypukła, Oznaczmy 


Wtedy 


1 


(3.12) we 
| 2(1-%)* 


KY -2t V- (X ESCH te ]- ۰ 


2۵2620۷ Y = x +Ly , W(t)= u(t) +LV(t) = U LV, 
Wtedy równanie (3.12) krzywej W = Sy(z.t) przyjmie postać 


(po wyrugowaniu parametru t) 


(3.13) AL 2 y? = NE c 
(1-0 -y ° 


Równanie (3.13) można zapisać w postaci 
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(3.14) Y (u v)» (1- Dwu” + (1- 0)?» 3 „yyy -y= O. 


Badając wyrażenie charakterystyczne dla wypukłości 


(3.15) k Wa OP S asaz Ye "oe ds 


otrzymujemy ۰ 


2 ۳ 2.2.2 2, 2 
k p m< [4 (é + 8 ۳ en 4) Y HEEN 44 9 -1] yo 


= 311: 0%, ctra EA o 9 )1- 0% — 


- -د)6‎ + 1} - LES AW) - 


Rozpatrując wyrażenie A(y) jako funkcję zmiennej y, można 
sprawdzić ze A(y) jest dodatnie dla każdego u 1 ٩۳ , 
Wynika stąd, że krzywa (3,14) ma stały kierunek wypukłości 
(zależny od znaku w) . Ze wzoru (3.13) i faktu, że 

T = z + % „Zs x +Ly wynika, że V>O gdy In 2 < 0 1 
۳ > 0 gdy Im z<O , co dowodzi, że funkcja fe Ty jest 


typowo=rzeczywista, 


Krzywa W = Sy(z,t) jest zamkniętą krzywą Jordana (dla 


Im z>0 oraz Im z CO) gdy te (=o, +09). Zauważmy, że 


funkcje W y «'S,(z,1) =P )2( 1 Wo = SYy(Z,-1) = p(z) leżą | 


zawsze w jednej półpłaszczyźnie (tzn. górnej lub dolnej ) 1 sę 
to końce interesującego nes łuku, 
Zatem obszar zmienności jest obszarem podanym w twierdzeniu, 


Przypadek Im z = O jest oczywisty, 


Uwaga. Z powyższych rozważań wynika, że krzywa W = S,(z,t) 


jest zamknięta 1 wypukła 1 ma kształt owalu symetrycznego 
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względem osi urojonej. ) 
vN sa (1-0)^ ( 
Przechodzi ona przez punkt W =O iW =» 


2 (1- 9? 


na osi urojonej. Oczywiście rozważany obszar zmienności nie 


zawiera początku układu, 


Wspomniane wyżej informacje na temat kształtu obszaru 


zmienności UDH » ZE K, € TM pozwalaja wyznaczyc szereg 


oszacowan dla funkcji klasy TM < 


Mamy zatem 


Twierdzenie 3.2, Je2eli fe Ty » to dla kazdego 
ze K (Im z #0) zachodzą nierówności 


(3.16 ) |sy(z.1)| S [ft] < [947-2] . 
dla Re Su( 2.71) e O, 
(3.17) |sy(z.-1)] > [ftl = |Sy(z.1)| | 
dla Re S,(z ,1) = 0 


Jeżeli Re 8% z. 1) O0 1 Re SQ(z,1) SO, to 


| f(z)| > 


2 
* [Im(z+ L^ 4 (1- X)? = Im(z ^ >) 


d Jesli [Sulz Al 805 z.) 52.1 = O 


1 Ins g. 2 Im 8 —1) ; 


(3.18) | f(z). 5 
5,579 jeśli |se- - ges, fe. J S s ۵ 


i Im 8 (Z. 1) 2 Im Sy(z,-1) i 


| R. ۱ SR 
jt take 1 دود( عمط‎ les agir Lë 


— >2 AN KX m NN 3 w AN EO TO, ann AS 
í á 


i 1 ER EN 1 y 


s Tak anpn tes casado val wia Ke > اد‎ omg ing a^ 


E iagos «rwar ۱ 


i | ۱ » 
Yrarido (54.97 962 39602 sn ston yeh Tee- نی‎ et 
EE ms t une * y” Og. 41 [ta nj Lahan az r> ۱ 


l | EG ` Du sant? Student wib hawzensso 
B uu. ae ae p "IS p 
a ed it e n ۳ a? وی‎ na او وله‎ ۱ 
۱ -o atp 4 P AL Ze e 


“i AT - 


1 * a) 


ps" Bib 


d 10514 ls, (2.3 | ^ - Re Sy(z,-1) Sy(z,1) = 0 
i Im sy(z.1) = Im Sy )2 .-1) ; 
z) / 
J,. 1)] jeśli |sytz.1)| % - Re Sy(z,-1) 502.1 s O 


1 Im SM(Z.1) se Im Sy(Z .-1) f 


gdzie 


Sy(z,-1) 


3.19) d= | 10 ————————— 
( Sy(z.1) - sy (2.1) 


۱ [Sy (+4) - Sy(z.-1)| . 
Dowód, Oszacowania (3,16) - (3.18) wynikaja z własności 

obszaru zmienności DÉI » FE Ty . Różne przypadki wymagają- ۱ 
ce rozpatrzenia sa konsekwencję wzajemnego położenia punktów 
Na = Sy(2-4) 1 Wo = 5 ی‎ )2 .-1) . Liczba d oznacza odległość 
początku układu od odcinka łęczącego punkty W 1 11 2 
natomiast warunek |Sy(2.-1)| 7 - Re S, (2.-3) Su )2 ,1( > 0 
implikuje, że kat między wektorami [0.Sy(Z.-1)] i 

[Su (z.-1). Sz. 1 jest większy od Wo , co pozwala 
porównać wielkości d 1 |Sy(z,-i)|. 


Oszacowania (3.16) - (3.18) są dokładne, Funkcjami 
ekstremalnymi w (3,16) 1 (3.17) są funkcje f(z)= Sy(z,*1) . 

Funkcją ekstremalną w (3.18) w oszacowaniu od góry jest 
funkcja f(z)= Sy(z.t,) . gdzie ty = zp Re(z+12), T= 1M. 

Funkcjami ekstremalnymi w (3,18) w oszacowaniu od dołu sę 


funkcje f(z)= S, (z,71) bądź funkcja 


f(z) = 1 sy(z.1)+(1- A)su(z.-1) . 


gdzie A e(0,1) spełnia równanie 
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d a [X Sy(z.1) + D =) Sy E. 10) , 


a d jest dane wzorem (3,19) , 


Twierdzenie. 3. 3. Jeżeli fe Ty , to dla ustalonego 


z@K, (Im z ۶ O) mamy 
(3.20) arg Sy(z,-1) > arg f(z) S erg Sy(z.1) jeśli TZ O, 
( 3.21) arg S,(z,1) S arg f(z) s arg Sy(z,-1) jeśli 102 > ۰ 


Funkcjami ekstremalnymi w (3,20) 1 (3,21) sa funkcje 
f(z) = Sy(z,*1) . 


Twierdzenie 3,4, Jeżeli fe T, , to dla każdego ustalone- 
H 


go zeK, . (Imz A O) mamy 


(3.22) |ImSy(z,-1)| « |Imf (2)] =|ImSy(z.1)| jeśli ReSy(z,1)20, 
(3,23) |InSy(z,1)| > |Inf( z) |< |Imsy(z.-1)] jeśli ReSy(z,-1)s 0, ` 


(3.24) rn f(z) | e نس سس‎ eee ER 
| Datz, SP" + 4(1-1)” - Tu +ع)‎ 5) 


jeśli Re S,(z,-1)20 1 Re 8 (2.1) 8 0 


|ImS,,(z.1)| jeśli Nes, (z. 1) = 0 1 ReSy(z,1)<0 


bw NE: i |Sy(z,-1)| > |Sy(z.1)| : 
3.25 Imfiz)| 2 ۰ 


|ImS,,(z,-1)| jeśli ReS,(z,-1)2 O 1 ReSy(z.1)< © 


i |Sy(z.-1)| > |Sy(2.1)|. 
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Gdy M ——»oo wyniki zawarte w twierdzeniach 3,1 = 3.4 


przechodzą w odpowiednie wyniki dla klasy TR [1]. Dol, [29]. 
Wzór (3.7) 1 twierdzenie 1 z [5] implikuja 


Twierdzenie 3,5, Klasa T, jest klasa zwarta i jest 
domknieta otoczka wypukia zbioru funkcji f(zy= S„(Z.t) , 
te [aa]. 
Przyporzędkowanie با‎ «——= f (we wzorze 3,7) jest wzajemnie 
jednoznaczne i jedynymi punktami ekstremalnymi klasy Tu sa 
funkcje f(z)= Sy(z.t) , te [-1,1] . 


Niech ] będzie funkcjonałem liniowym 1 ciagłym na 


| 


przestrzeni Frecheta wszystkich funkcji holomorficznych w kole 


KI. Podobnie jak w [8] mamy 


(3.26) max DO Fe Tul m nax Re (f): f jest elementem 
otoczki wypukłej klasy r) = nox | Ro qc). f jest punktem 


ekstremalnym klasy Tu): 


Wykorzystując (3.26) i twierdzenie 3,5 mamy 


Twierdzenie 3,6, Jeżeli fe Tm , to 


( 3.27) min Al t) & ap S max A(t). ۲۱ 2 2,3,...» 
te [-1,1] t€ [-1,1] 
gdzie 


co 


(3.28 ) Sy(z.t) = z + X %) 


= <. e 
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W ezczególnoóci zachodzi 


Lemat 3,2, Jeżeli fe TM , to 
(3.29) |*2 | > 2 (1-5) 


1 - = dia M € [1,3] 
(als. 2 
sp -H) - 2(1 - p) dla ME s. ) 


Znak równości w (3.27) 1 (3.29) zachodzi dla funkcji f (z)- 
n sy (z.t) - odpowiednio dobranym t € [71.1] . Kładąc 


wreszcie M =——>= œ Otrzymujemy znany wynik 2 [10] ۲ 


Uwaga, Rozwazona wyżej klasa funkcji typowo-rzeczywistych 


Ty nie wyczerpuje całej klasy funkcji typowo-rzeczywistych 


ograniczonych, 

Wynika to np, z faktu, że funkcję ekstremalną dla max |a; |. 

FE Ty jest f(z) = Sm(2.t) 1 odwzorowuje ona koło K, na koło 
o promieniu M z odpowiednimi nacieciami jak w lemacie 3,1, 


Z drugiej strony zachodzi następujące 


Twierdzenie Tammiego ESF Niech feS 4 F (2 < e? 


dla ze K,. Wówczas zachodzą dokzadne’oszacowantia 
(1) RE 1-0 jeśli 0۰۶۲ > 1, 
(11) KR < 12 e - ag T-9, 20?” jeśli 1 T4 
„O -T 
gdzie 0۶ ۳ ۶ 1 i GG = "= 


Maja tu miejsce 3 przypadki 


eas fybonibonsor» * 


â 


To 
HOT SZ tenes 


ii »! ga | Tesa) 


e? EZ? 


d 20r | 
+ iis eb lettre 


spe: N. DE ei wpa توس‎ Laf < 
OE ^x ید‎ Wiesz CHE Lll prose ` 


d 


a) 0۶ ۲ 1, wówczas obraz kota K, przy odwzorowaniu 
ekstremalnym przechodzi w koło o promieniu eT, mające środek 
w zerze, neciete dwoma radialnymi odcinkami, Odległość końców 


V eT) ^ 
tych nacięć od punktu W = O wynosi (1 +Ji=e" : 


Naciecia leżą na osi urojonej. 


b) T s 1, wówczas odpowiednim obrazem jest koło o promieniu € 
nacięte dwoma krzywoliniowymi łukami Jordana o wspólnym 
początku na brzegu, symetrycznymi względem osi rzeczywistej, 


względnie koło nacięte jak poprzednio, 


c) 1<T<oo , wówczas odpowiednim obrazem jest obszar 
symetryczny w/m osi rzeczywistej otrzymany z koła o promieniu 
Q d przez nacięcie w kształcie "widełek" ( سس‎ |) wycho- 


dzacych z punktu Ws el, 


Należy podkreślić, że znaki równości w twierdzeniu 
Tammiego mają miejsce dla funkcji ograniczonych przez eT i 
typowo-rzeczywistych, Z równości e! = M wynika, że przypadek 
a) zachodzi dla 1 ۶ ۲ < E i oszacowanie KE w klasie T,, 


jest identyczne jak w [35]. 


Oszacowanie (3.29) | 83| ee 1- 5 , jest słuszne dla 


M€ ]1.3[ , lecz dla Me [e Ei obowiązuje oszacowanie (ii) 


z twierdzenia Tammiego. 


Wykażemy teraz, że dla eT = 3 zachodzi nierówność 
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Stad mamy 


c z 
10 - 1267 + 18 Q^*9 < 8 , 
. 1 O 
90216 & © = 73 . 2۵06 w powyższym € « x otrzymujemy 


18x? = 12x + 2 = 2(3x = 2)? > 0 , 


.O 1 oC 1 
bo x zQ + y wobec równości E o = 3 . ۷ takim razie 


A> B , co implikuje , że oszacowanie Tammiego jest "gorsze" 
dla wu niz analogiczne oszacowanie dla klasy T, . Wobec 
tego TM jest istotna podklasa klasy funkcji typowo-rzeczywis- 


tych, ograniczonych przez M i klasycznie unormowanych, 


2. Klasa funkcji typowo-rzeczywistych TR dana wzorem 
(3.2) zawiera również funkcje ۰ 

Problem wyznaczenia promienia jednolistności i gwiazdzi- 
stości został rozwiązany w [14]. Promień ten jest równy NZ -1. 

Ogólniejszym problemem jest wyznaczenie zbioru jednoli- 
stności dla klasy TR, tj. takiego maksymalnego podzbioru 
U CK, . £e dla każdego ze UL wszystkie funkcje fe TR są 
jednolistne, 

Zbiór ten wyznaczony został ostatnio przez Goodmana [12]. 

Niżej podamy innę metodę wyznaczania zbioru U, która 
równocześnie pozwala podać inny, szczegółowy dowód wyniku 
Goodmana, co jednocześnie zapełnia lukę dowodowa występujęcą 
w jego pracy a zasygnalizowana przez recenzenta w Mathematical 
Reviews, Vol.47, $} 2043. 

Niech fce TR, Rozważmy ۶ 


( 3.30) t 4 (f) » da er 


€ 


— — — 


youd bof 


- a 4 Pee “ees or 
ra LE 
Betzen x a y mariaa w ogni TE 3 Wertê 
ee “tt E = aar > 1 


sog" de. هو‎ wina 
judío» , „p Vai) wtb opra 


L L 
gdzie 24 m r, 1 " 22 E re 92 Ü 21 * 22 7 Z4 Za E Ky o 


0 > 0:9 < IT ۰ 


Bioręc pod uwagę (3.2) mamy 


f 1*72 
172 
c.m) Yr) ۱ ) Creag) و‎ ch cand 


z [4] wiadomo, że zbiorem wartości funkcjonału (3,31) jest 


otoczka wypukła krzywej 


21 =1 
(3.32) N =W (t) = (1-2423) (1-2tz,+z,°) (1-2tz, +z“ ) F 
te [-1,1] 


Lemat 3,3, Krzywa W eW (LY ( dana równaniem( 3,32) jest 


krzywą gwiaździstę, 


Dowód, Wystarczy wykazać, że krzywa 
2 2 
(3.33) m(t) = (1-2tz,«z,^) (1-2tz5«z5^) *74(t)*7o(t) . 


Lo LG 
21 = ۳۸ 6 1 Zo م2 , 2 8۵و۶۳‎ f و2‎ , 0404, , O, , té 1.1 


jest krzywą gwiaździstą, W tym celu obliczmy Kr arg m (t). 


Mamy 
(3.34) A arom (t) = 7 1555 7 ۱ 
skad 


— arg % (t) = < arg m q(t) + —— argm a(t) = 


== ww FY 
M —— di "s" m m ی‎ Men 7T 
| ód = "` wm JA we 
D T 
B ۱ E m -g | 
a 


te ۱ 
Sa), LN M UNT انس‎ 7 ۲ 
equi) Cg gute) (ion e. n 
A D Ir. t=} BI ۱ : L ۱ — s A - j ۱ 
۱ - EL d ۱ E o a GS) ۳ ۱ 
eu ۶ TR 


æ 66 = 
و0‎ 2171 2 21 212 - PYŁ 
2 1^2 4| 21۳0 ام‎ 


2 2 3 
۰ ce (ra =F): sin O, + —7 5 (r2 r) sn 85 Ło, 
Ma Kë 


co oznacza, że erg (t) jest funkcją malejaca, czyli t 
2 ۷ 


jest krzywa gwiaździstą, Lemat został więc ۰ 


Niech U będzie częścią wspólna kół: 


(3.35) x^ + (y+1)óL2 1 xê + (y-1)” £ 2. 


Okrąg x? + (y+1)* = 2 przechodzi przez punkty -1, 1, 


(V2 -1)L „ a okrag x= + (y-1)* = 2 przechodzi przez punkty 
“1, 1, (- ۷۵ + 1)L. 


Wykazemy nastepujace 


Twierdzenie 3.7. Zbiór U dany przez (3.35) jest zbiorem 
jednolistności dla klasy TR, 


Dowód, Zauważmy, że warunek argW(1) = argw(-1) « T 
implikuje jednolistność funkcji fe TR, gdzie W =W(t) dana 
jest wzorem (3,32), Natomiast, jeśli tylko argW (1) = 
- argw(=1) ۰ ۲ , to fe TR nie jest już jednolistna, gdyż 
funkejonaz Y (f) dany wzorem (3,31) przyjmuje wartość zero. 

Mamy zatem w tym przypadku 


(1.20 (142,4)? 


lbs: (2a EE, 


(1-z,) (1-22) 


co jest równoważne równości 


d 
j TE E arów Yl! Y | " 
OS طي‎ Malo Us pe 


a Ga 


AA 18 | Bro. 
(1-z,) (1-25) 


Z powyższej równości otrzymujemy 


LB *1-z4(if-1) 6۲ -z, 
gdzie 
ee = Po 0 4047۲۲ , 


LB - 1 


Zauważmy, że krzywa o (e) przechodzi przez punkt z, , gdy 


(3.37) ۴ ^ z, = 2 E | 


Ale z, jest dowolnym punktem, więc kładąc w (3.37) 


2 = Z = x + Ly , Otrzymujemy równanie okręgu 
Y * ry” + 2y- 1 ۰ 0 


którego łuk dla =14x<1 , y>O , jest"górnę" częścią brzegu 
zbioru W , “Dolna” część brzegu zbioru d znajdujemy przez 
symetrię względem osi rzeczywistej, 

Wykażemy teraz, że zbiór U jest maksymalnym zbiorem 
jednolistności dla klasy TR, tzn, że dla każdego z e MN 2 
f(z)e TR jest funkcję jednolistna. , 

Niech z4 będzie ustalonym punktem wewnętrznym zbioru W, 


a T 4(94 454) okregiem przechodzacym przez punkty ~1,1,2,. 
Znajdujemy, ze 


„że 
Ix 
ith 52 — re 


= 60- 


1 /b 


2 
: 2 2 
-A(1-r,^) (4747) Lei 
211845 8, | 4r,¿Sin 94 L 


Z drugiej strony równość (3,36) implikuje, że 


1 
Za + = -1 
2 A 
22 + 21 


Równanie (3.38) jest równaniem okregu 


I 

: 2-2 2 
- 2۳810 O, 4r, sin 8, 
( 2 2 2 ; 2 " 
y2 ) Aula? (1-r,7)? 


Widzimy więc, że gdy 21 leży na łuku okręgu Y 4 S4 ,R4) 
to przy warunku (3.36) punkt z. leży na okręgu Y 2(82:82) ° 
Ale S4 ma 75, „ zatem z, 1 z, nie mogę leżeć po tej samej 
stronie łuku T . Ponieważ zaś funkcjonał Wer) moze być 
zerem tylko na tuku Y , to funkcja f€ TR jest jednolistna 


wewnatrz U. 
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